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Capitolo 10Costruire agenti intelligenti
utilizzando la teoria

dell’evidenza

10.1. Introduzione

La teoria della decisione basata sulla massimizzazione dell’utilità sog-
gettiva attesa è oramai un’elegante ma poco funzionale edificio sommerso
dalle critiche dell’economia sperimentale, la quale poco alla volta ha di-
strutto la pretesa di realismo di ognuno dei suoi assiomi. L’elegante edi-
ficio viene difeso presentandolo come teoria normativa, ma anche questo
argomento è opinabile. Quelli che la teoria chiama «errori» decisionali po-
trebbero essere il risultato di euristiche evolutesi nel corso di millenni per
permettere all’uomo di affrontare problemi malposti, alternative non ben
definite, conseguenze poco chiare. Situazioni che si discostano di molto
dalla forma in cui la teoria della decisione basata sull’utilità soggettiva
attesa suppone che i problemi si presentino.

In molti casi, chi costruisce modelli ad agenti vuole che questi siano il
più possibile intelligenti, che sappiano interagire in maniera creativa e che
sappiano comprendere e reagire alle novità emergenti. Spesso, i costrut-
tori di modelli ad agenti fanno uso di strumenti mutuati dall’intelligenza
artificiale, quali le reti neurali o i sistemi a classificatori. Questi strumenti
sono in grado di produrre risultati eccellenti, ma sono anche computazio-
nalmente pesanti. Per chi volesse costruire un modello con un grandissimo
numero di agenti e che sia anche leggero, il vecchio approccio algoritmico
della teoria della decisione può ancora essere attraente.

La teoria della decisione non equivale necessariamente alla massimiz-
zazione dell’utilità attesa e anzi in realtà si estende ben al di là di essa.
In questo capitolo si vuole presentare un un modo di affrontare il tema
che, pur essendo algoritmico e quindi computazionalmente leggero, com-
pie delle scelte profondamente radicali nel trattamento dell’incertezza e

Guido Fioretti
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costituisce una valida alternativa alle teorie della decisione fondate sull’u-
tilità e sulla probabilità. Si tratta della teoria dell’evidenza, nota anche come
«teoria di Dempster-Shafer» o «teoria delle funzioni di convincimento».

Proviamo a ragionare sulle ipotesi più o meno implicite che vengono
fatte nel momento in cui si adottano concetti come utilità o probabilità.
Perché mai dovremmo supporre che i decisori concepiscono a priori un in-
sieme di possibilità e una gradazione di preferenze, che poi applicano ad
ogni situazione che incontrano? E se i decisori inventassero possibilità e pre-
ferenze in maniera sempre diversa ad ogni nuovo problema che incontra-
no? E se le preferenze dipendessero dalle possibilità? Certo, non sarebbe
possibile trasformare i convincimenti umani in probabilità che moltiplica-
no utilità. Ma la teoria dell’evidenza è lì a mostrarci che una matematica
del ragionamento incerto è ancora possibile.

Per chiarire cosa significa rinunciare all’idea che le preferenze siano in-
dipendenti dalle probabilità, si consideri l’antica favola della volpe e del-
l’uva. La volpe non riesce a raggiungere l’uva (cambiamento della valu-
tazione delle probabilità delle conseguenze associate agli atti) e di conse-
guenza sostiene che l’uva non è matura (cambiamento della valutazione
dell’utilità). Può non apparire razionale nell’immediato, ma come sareb-
be la nostra vita se non fossimo sufficientemente flessibili da adattare gli
scopi delle nostre azioni alle circostanze che incontriamo? Non siamo così
coerenti come ci piace descriverci e probabilmente è bene che sia così.

10.2. La teoria dell’evidenza

La teoria dell’evidenza è un filone relativamente recente nella matema-
tica del ragionamento incerto. Nata negli anni ’70 dai lavori pionieristici
di Arthur Dempster e Glenn Shafer [Shafer, 1976], la teoria dell’eviden-
za si è successivamente sviluppata con lentezza, ma continuità, trovando
applicazione nella progettazione di sistemi esperti di aiuto alla decisione.

La teoria dell’evidenza si distacca in maniera radicale dalla teoria della
probabilità perché non prende come situazione di riferimento quella di un
giocatore che lancia un dado, ma piuttosto quella di una giuria che valu-
ta diverse testimonianze o di un detective che esamina diversi indizi. Si
tratta di una differenza fondamentale, perché il tipo di problema preso in
considerazione è diverso.

Il giocatore che lancia un dado o una moneta conosce l’insieme delle
possibili conseguenze del suo gesto: le sei facce del dado, le due facce della
moneta, ecc. Di conseguenza, la teoria della decisione basata sulla probabi-
lità deve assimilare ogni decisione a quella dello scommettitore, comprese
le decisioni di investimento in nuove tecnologie o le valutazioni del rischio
paese in particolari momenti storici – situazioni nelle quali è arduo suppor-
re che i decisori siano in grado di immaginare tutte le possibili conseguenze
delle loro azioni.

Piuttosto, potrebbe aver senso assimilare questo genere di decisioni
economiche a quelle del detective che scopre nuovi indizi, o della giuria
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il cui verdetto può essere ribaltato all’ultimo momento da un testimone-
chiave che arriva appena in tempo. Ad esempio, un manager che prende
decisioni d’investimento sulla base dei pareri di diversi esperti che gli pro-
spettano una serie di scenari si trova in un contesto nel quale i concorrenti
e gli sviluppi tecnologici e politici possono ribaltare la situazione in ogni
momento. L’aspetto più interessante della teoria dell’evidenza è la sua ca-
pacità di dar conto di un decisore che non chiude il suo orizzonte su un in-
sieme finito di possibilità, ma resta sempre aperto alla sorpresa. Per far ciò,
la teoria dell’evidenza non associa all’insieme delle possibilità un insieme
di operatori algebrici.

Secondo la teoria della probabilità l’insieme delle possibilità è un’alge-
bra, ossia un insieme di elementi che possono essere combinati mediante
gli operatori algebrici di inclusione, intersezione, complementazione. La
teoria della probabilità assume che un decisore conosca un insieme di pos-
sibilità elementari, e che derivi da queste tutte le possibilità che possano es-
sere costruite a partire da questi «mattoni», mediante unioni, intersezioni
e complementazioni.

Al contrario, la teoria dell’evidenza non definisce alcun operatore sul-
l’insieme delle possibilità. Vale a dire, la teoria dell’evidenza non dà per
scontato che un individuo sia in grado di pensare tutte le unioni, inter-
sezioni e complementazioni degli eventi elementari che prende in consi-
derazione. Piuttosto, la teoria lascia che l’insieme delle possibilità evolva
in concomitanza con l’evidenza empirica che via via si presenta al deci-
sore, anche se quest’evidenza si riferisce a possibilità che non erano state
immaginate in precedenza. Allo scopo di sottolineare questa differenza, la
teoria dell’evidenza individua l’insieme delle possibilità prese in conside-
razione da un individuo come il suo «quadro del discernimento» (frame of
discernment).

Cerchiamo di chiarire con un esempio che cosa implica il fatto che l’in-
sieme delle possibilità non è un’algebra. Supponiamo che il re del paese
X prenda in considerazione l’ipotesi di muovere guerra al re del paese Y .
Supponiamo che gli strateghi presentino al re di X le seguenti possibilità:

• A1 = {L’esercito di Y verrà sbaragliato in pochi giorni};

• A2 = {L’esercito di Y si difenderà bene, ma alla fine dovrà arrender-
si}.

Supponiamo poi che i servizi segreti forniscano al re di X dell’evidenza
empirica a sostegno di A1 e A2 su una scala graduata da 0 a 1. Ad esempio,
p(A1) = 0, 8 e p(A2) = 0, 1.

Il re di X si accorge che manca ancora una massa di 0, 1 per arrivare ad
1. Se egli usa la teoria della probabilità nella sua versione additiva, questo
0, 1 deve essere distribuito equamente tra A1 e A2. Avremo quindi p(A1) =
0, 85 e p(A2) = 0, 15. Se il re usa la teoria della probabilità nella sua versione
subadditiva, otterrà i seguenti intervalli di probabilità: 0, 8 ≤ p(A1) ≤ 0, 9
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e 0, 1 ≤ p(A2) ≤ 0, 2. In entrambi i casi, tutta l’evidenza disponibile viene
focalizzata sulle due possibilità A1 e A2.

La teoria della probabilità in realtà offre una via d’uscita a questo pro-
blema, che è quella di definire un evento residuale attraverso l’operazione
di complementazione. Il re di X potrebbe definire un A3 = ¬(A1 ∪ A2)
il cui significato è «tutto ciò che è diverso da A1 e da A2», e assegnare
p(A1) = 0, 8, p(A2) = 0, 1 e p(A3) = 0, 1. Il problema è che così facendo,
il re di X non è in grado di distinguere con maggior dettaglio gli sviluppi
della guerra se questa si evolve verso direzioni impreviste.

Se invece il re di X usa la teoria dell’evidenza, la massa 0, 1 che man-
cava per arrivare a 1 non deve essere assegnata d’ufficio né ad A1, né ad
A2. Questa massa rimane fluttuante sul quadro del discernimento senza le-
garsi ad alcuna possibilità. Eventualmente, la guerra potrebbe presentare
degli sviluppi inattesi, i quali saranno successivamente inseriti nel quadro
del discernimento e interagiscono con le possibilità che erano state prese
in considerazione in precedenza.

Rimanendo all’interno dell’esempio guerresco, si consideri che – solo
per citare le guerre più famose combattute dai tempi di Napoleone ad oggi
– ex ante nessuno aveva pensato all’inverno russo, alle trincee delle Arden-
ne, alla bomba atomica, ai guerriglieri Vietcong od agli attentatori suicidi.
Tutti questi sviluppi inattesi hanno avuto un’enorme importanza e sono
stati presi in considerazione con il maggior dettaglio possibile dai decisori
coinvolti. Di fatto, non sono stati trattati alla stregua di eventi residuali.

Cominciamo ora a fissare le idee, prendendo in considerazione un qua-
dro del discernimento Θ. Si supponga che il decisore riceva una testimo-
nianza (body of evidence) sotto forma di numeri che corroborano in varia
misura una serie di possibilità A1, A2, . . . , AN . In altre parole una testi-
monianza è un insieme di numeri {m(A1), m(A2), . . . , m(Θ)}, dove m(Ai)
indica l’evidenza empirica che sostiene la possibilità Ai.

Poiché il quadro del discernimento non è un’algebra, il numero m as-
segnato a Θ non si riferisce a nessuna possibilitá in particolare. È piuttosto
un’indicazione di quanto sia scarsa l’evidenza a sostegno delle possibilità
che sono state elencate.

Sebbene ciò non sia strettamente essenziale per la teoria dell’evidenza,
i numeri m vengono di solito normalizzati in modo tale che

[10.1]
N∑

i=1

m(Ai) + m(Θ) = 1

Normalizzare a 1 secondo la 10.1 significa che se il formato originale
della testimonianza è, ad esempio:

{5; 32; 12; 3}

dividendo per 5 + 32 + 12 + 3 = 52 si ottiene

{0, 096; 0, 615; 0, 231; 0, 058}
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la cui somma è pari all’unità.
Supponiamo che il decisore voglia valutare fino a che punto l’evidenza

empirica a sua disposizione sostiene una serie di ipotesi, ognuna delle qua-
li suggerisce un diverso corso di azioni. Ad esempio, un investitore potreb-
be prendere in considerazione diverse ipotesi circa l’acquisto di azioni di
diverse imprese: H1 = {acquistare azioni dell’impresa 1}, H2 = {acquista-
re azioni dell’impresa 2}, H3 = {acquistare azioni dell’impresa 3}, ecc. Per
decidere, questa persona ascolta la testimonianza di una società di rating.
Questa fornisce una testimonianza {m(A1), m(A2), . . . m(Θ)} i cui elemen-
ti potrebbero riferirsi a diversi aspetti, come lo stato finanziario, la capacità
di innovazione tecnologica, i rischi istituzionali dei Paesi in cui operano
queste imprese, ecc.

Evidentemente, il nostro decisore è interessato a riassumere tutta l’evi-
denza empirica relativa alle ipotesi che prende in considerazione sul suo
quadro del discernimento, ad es. tutta l’evidenza empirica relativa all’ipo-
tesi che certe azioni si apprezzeranno del 5% durante i prossimi due anni.
Indichiamo una generica ipotesi con la lettera H .

Data una testimonianza {m(A1), m(A2), . . .m(Θ)}, il convincimento (be-
lief ) del decisore nella giustezza dell’ipotesi H è:

[10.2] Bel(H) =
∑

Ai⊆H

m(Ai)

La funzione di convincimento 10.2 raccoglie tutta l’evidenza empirica a
favore dell’ipotesi H (es. «l’imputato è colpevole», «vinceremo la guerra»,
«il nuovo prodotto avrà successo», «le azioni saliranno», ecc.). Se le ipo-
tesi H sono prese in considerazione in quanto possibili scelte, il sostegno
empirico ad ognuna di esse determina la decisione.

Per definizione, Bel(∅) = 0 e Bel(Θ) = 1. Quest’ultima condizione però
non implica che dovrà verificarsi uno degli eventi inclusi nel quadro del
discernimento.

Si noti inoltre che la teoria dell’evidenza non richiede di separare la de-
siderabilità di un evento (utilità) dalla facilità con cui esso può accadere
(probabilità). Ciò significa, tra l’altro, che in questo contesto il comporta-
mento della volpe nei riguardi dell’uva è del tutto ammissibile.

Oltre alla funzione di convincimento, la teoria dell’evidenza conosce la
funzione di plausibilità:

[10.3] Pl(H) =
∑

H∩Ai 6=∅

m(Ai)

Si dimostra che il convincimento e la plausibilità sono legate dalla re-
lazione Pl(H) = 1− Bel(¬H). Se m(Θ) > 0 queste due misure non so-
no equivalenti, e può essere utile considerarle entrambe tenendo presente
che Bel(H) ≤ Pl(H). Esse costituiscono l’analogo degli estremi inferiore e
superiore di un intervallo di probabilità.
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FIG. 10.1. Due possibilità contraddittorie (a sinistra), coerenti (al centro) e parzial-
mente coerenti/contraddittorie (a destra).

Si supponga ora che emergano fatti inattesi. Riprendendo l’esempio
guerresco, si può immaginare che durante una battaglia un generale rice-
va testimonianze da diversi informatori circa l’effettivo svolgimento delle
operazioni e che queste testimonianze, in parte coerenti e in parte contrad-
dittorie l’una con l’altra, possano contenere notizie impreviste come il fatto
che il nemico possiede delle armi tecnologicamente avanzate, il voltafaccia
dell’agente segreto che si scopre aver fatto il doppio gioco, la capacità della
guerriglia di mettere in difficoltà soldati più esperti e meglio equipaggiati
e così via. La teoria dell’evidenza ha il suo punto di forza nella capacità
di combinare fatti imprevisti e testimonianze parzialmente contraddittorie
in un quadro del discernimento che evidenzia le possibilità rilevanti per il
decisore.

Sia {m(B1), m(B2), . . . m(Θ)} la nuova testimonianza, che deve essere
combinata con {m(A1), m(A2), . . .m(Θ)}. Anche nel caso particolarmente
semplice in cui Ai ≡ Bi e m(Ai) = m(Bi) per ∀i, cioè che i due testimo-
ni dicano esattamente la stessa cosa, le loro testimonianze devono essere
combinate tra loro in quanto provengono da due fonti indipendenti. Ma
può anche darsi che Ai ≡ Bi per ∀i e però ∃i : m(Ai) 6= m(Bi), cioè che i
due testimoni riferiscano la stessa storia, ma attribuendole diversi gradi di
affidabilità. Soprattutto, in generale esiste almeno un i tale che Ai 6≡ Bj ∀j,
cioè i due testimoni non solo valutano gli stessi eventi in maniera diversa,
ma raccontano storie diverse.

In quest’ultimo caso una nuova testimonianza può contenere elementi
che sono coerenti con quelli della testimonianza precedente, oppure con-
traddittori, oppure possono in parte rafforzare la testimonianza preceden-
te e in parte contraddirla. La fig. 10.1 mostra delle possibilità contraddit-
torie, coerenti e parzialmente coerenti/contraddittorie sul quadro del di-
scernimento. Due possibilità contraddittorie vi compaiono come insiemi
disgiunti, che possono rappresentare due interpretazioni delle quali una
sola è vera, oppure due strategie, una sola delle quali può essere persegui-
ta. Due possibilità coerenti sono rappresentate come due insiemi inclusi
l’uno nell’altro, lì dove l’insieme incluso potrebbe riferirsi ad aspetti che
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rafforzano l’interpretazione originaria. Infine due possibilità possono ave-
re sia aspetti coerenti che aspetti contraddittori, nel qual caso i due insiemi
si intersecano.

Tralasciamo il caso particolarmente banale in cui le due testimonianze
non abbiano nessun elemento in comune. Ciò accade se in entrambe le te-
stimonianze m(Θ) = 0 e tutti gli Ai e i Bj sono tali che, per qualsiasi i e
qualsiasi j, Ai ∩Bj = ∅. In questo caso le due testimonianze devono essere
considerate come un’unica testimonianza le cui masse devono essere nor-
malizzate in modo da utilizzare la 10.1. In tutti gli altri casi, utilizziamo la
regola di Dempster-Shafer.

In generale, due testimonianze

{m(A1), m(A2), . . . m(Θ)}

e
{m(B1), m(B2), . . . m(Θ)}

che soddisfano la 10.1 devono essere combinate in una testimonianza

{m(C1), m(C2), . . . m(Θ)}

che soddisfi anch’essa la 10.1. La regola di Dempster-Shafer permette di
costruire una testimonianza combinata {m(Ck)} evidenziando gli elementi
compatibili tra {m(Ai)} e {m(Bj)} e tralasciando quelli contraddittori. Per
ogni possibilità Ck, l’ammontare di evidenza empirica combinata secondo
la regola di Dempster-Shafer è:

[10.4] m(Ck) =

∑

Ai∩Bj=Ck
m(Ai)m(Bj)

1 −
∑

Ai∩Bj=∅k
m(Ai)m(Bj)

Il numeratore dell’equazione 10.4 rappresenta l’influenza di quegli aspet-
ti della seconda testimonianza che confermano la prima. Il denominatore
rappresenta il complemento a 1 di quegli aspetti della seconda testimo-
nianza che contraddicono la prima.

Quindi, la regola di Dempster-Shafer dice che l’evidenza empirica a so-
stegno della possibilità Ck è una frazione dell’evidenza compatibile tra le
due testimonianze di partenza (il denominatore della 10.4). Questa frazio-
ne è la somma di tutte le testimonianze che non contraddicono in alcun
modo Ck.

L’ordine in cui due testimonianze sono combinate non influisce sul ri-
sultato finale. Pertanto, per successiva combinazione di coppie di testimo-
nianze la regola di Dempester-Shafer può essere utilizzata per combinare
un numero di testimonianze anche molto elevato.

Il significato della regola di Dempster-Shafer risulta più chiaro se si
considera il seguente caso particolarmente semplice.
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FIG. 10.2. Il quadro del discernimento è l’intero rettangolo, le possibilità A1 e B1

sono tratteggiate con inclinazioni opposte.

Siano le due testimonianze {m(A1) = p, m(Θ) = 1 − p} e {m(B1) =
q, m(Θ) = 1− q}. La fig. 10.2 illustra il quadro del discernimento sul quale
le due testimonianze vengono combinate.

In questo semplice esempio non esiste evidenza contraddittoria, per cui
il denominatore della 10.4 è pari a uno. Calcoliamo i valori delle masse
m per la testimonianza combinata m(C1), m(C2), m(C3), m(Θ), dove C1 =
A1 ∩ B1, C2 = A1 ∩ Θ e C3 = B1 ∩ Θ. Otteniamo m(C1) = pq, m(C2) =
p(1 − q), m(C3) = (1 − p)q, m(Θ) = (1 − p)(1 − q). Si noti che pq + p(1 −
q) + (1 − p)q + (1 − p)(1 − q) = 1.

Si noti l’enorme differenza concettuale che separa la teoria dell’eviden-
za dalla teoria della probabilità. Il calcolo delle probabilità pretende di de-
scrivere il modo in cui ragiona un essere umano attraverso le operazioni
logiche di unione, intersezione e complementazione tra un insieme di pos-
sibilità date. Al contrario, la teoria dell’evidenza lascia all’essere umano la
libertà di concepire ipotesi e, nello stesso tempo, suggerisce nuove ipotesi
attraverso una valutazione della coerenza dell’evidenza disponibile.

Si tratta in effetti di un filone intellettuale che, in forme embrionali risa-
le addirittura al XVIII secolo [Shafer, 1981]. Più recentemente tra gli econo-
misti George Shackle era arrivato a concetti simili, pur senza formalizzarli
[Fioretti, 2001, 2004].

La teoria dell’evidenza può essere utilizzata per creare agenti sufficien-
temente intelligenti da interpretare eventi non previsti dal suo algoritmo di
comportamento ed essere in grado di arrivare comunque ad una decisione.
La sua utilizzazione, pertanto, è da pensare come alternativa rispetto alle
reti neurali, i sistemi a classificatori od altri modelli cognitivi.

Si noti che, sebbene in questo capitolo la teoria dell’evidenza sia stata
presentata facendo uso di insiemi ben definiti, tutta la teoria è disponibile e
viene di solito applicata utilizzando insiemi sfumati (fuzzy sets), [Dubois e
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Prade, 1988]. In questo modo, un sistema di aiuto alle decisioni può essere
in grado di utilizzare anche informazioni espresse in maniera imprecisa.

La teoria dell’evidenza ha il suo maggior limite nel richiedere che le
testimonianze da combinare siano indipendenti tra loro, nonché affidabili.
Se questo non è il caso, si può pesare la testimonianza con un coefficien-
te proporzionale alla sua affidabilità e alla sua indipendenza rispetto al-
le testimonianze precedenti. Tuttavia non si dispone di una metodologia
oggettivamente valida per valutare detti coefficienti.

A questo proposito si può rilevare che secondo la regola di Dempster-
Shafer l’aggiunta di un elemento di evidenza contraddittoria, facendo di-
minuire il valore numerico al denominatore della 10.4, finisce con il raffor-
zare il convincimento negli elementi di evidenza coerenti tra loro. In molte
situazioni ciò sembra controintuitivo, in quanto la presenza di elementi
contraddittori ci spinge a dubitare anche di quelli che sono in accordo tra
loro.

In realtà, così facendo noi interpretiamo la presenza di contraddizioni
come un’indicatore dell’affidabilità di una testimonianza, un aspetto che
purtroppo la teoria dell’evidenza ignora completamente. Se volessimo far
sì che i nostri agenti fossero in grado di concepire la possibilità che i loro
colleghi mentano e di conseguenza attribuissero un peso alle loro testi-
monianze, gli algoritmi che descrivono il comportamento degli agenti si
complicherebbero enormemente.

Di seguito si propone un esempio di calcolo del convincimento utiliz-
zando le 10.4 e 10.2. Questo esempio è liberamente tratto da un recente
libro dedicato alle applicazioni economiche della teoria dell’evidenza [Gil-
lett, 2002]. Altri esempi e confronti con il calcolo delle probabilità sono
disponibili in Shafer [1990].

10.3. Esempio: un attacco aereo

Si supponga che la rete dei radar militari individui un oggetto che in-
vade lo spazio aereo e sembra dirigersi ad alta velocità verso una centrale
nucleare. Il tracciato del radar porterebbe escludere che si tratti di un ae-
reo, mentre potrebbe trattarsi di un missile, oppure di qualcos’altro. La
«testimonianza» del radar si concentra sulle seguenti possibilità:

A1 : Aereo

A2 : Missile

A queste possibilità siano associate le seguenti masse: m(A1) = 0, 20,
m(A2) = 0, 75. Inoltre, una massa non nulla aleggia sul quadro del discer-
nimento: m(Θ) = 0, 05.

Il sistema dei satelliti spia fornisce altre indicazioni importanti. I satel-
liti spia indicano che si tratta di un missile, e specificano anche se si tratta
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FIG. 10.3. Il quadro del discernimento, ripetuto cinque volte in modo da evi-
denziare le posizioni relative di A1, A2, B1, B2, B3, C2, C3, C1,
C4.

di un missile a testata convenzionale o nucleare. Gli ingegneri che gesti-
scono i satelliti, però, dicono che i relativi dispositivi possono sbagliare sia
nell’identificazione del tipo di testata, sia nell’identificazione di un ogget-
to volante come missile. Perciò, la «testimonianza» dei satelliti spia ha per
oggetto le seguenti possibilità:

B1 : Missile a testata convenzionale

B2 : Missile a testata nucleare

B3 : Missile con qualunque tipo di testata

dove B3 = B1 ∪ B2 significa che i satelliti spia hanno identificato l’oggetto
come un missile, ma non sanno identificarne il tipo di testata.

Si noti anche che A2 ≡ B3 mentre A1 non ha equivalenti nella «testimo-
nianza» dei satelliti spia. Ciò significa che la «testimonianza» dei satelliti
spia sta introducendo nuove possibilità nel quadro del discernimento del
decisore.

A queste possibilità siano associate le seguenti masse: m(B1) = 0, 30,
m(B2) = 0, 60, m(B3) = 0, 05. Inoltre, una massa non nulla aleggia sul
quadro del discernimento: m(Θ) = 0, 05.

Cerchiamo ora di combinare le due testimonianze A e B usando la
regola di Dempster-Shafer (10.4).

Dobbiamo prima di tutto scegliere le possibilità sulle quali definire la
testimonianza combinata, ossia gli insiemi {Ck} nella 10.4. Su questo pun-
to la teoria dell’evidenza non pone restrizioni; in quest’esempio, come in
generale si fa per non perdere dettaglio, decidiamo di prendere in conside-
razione tutte le possibilità messe in luce dalle testimonianze A e B. Quindi
gli insiemi {Ai}, {Bj} e {Ck} sono diposti come illustrato in fig. 10.3.

Nella fig. 10.3 possiamo verificare che C1 può essere ottenuto solamente
da A1 ∩Θ. Le intersezioni vuote tra A1, A2, Θ e B1, B2, B3, Θ sono A1 ∩B1,
A1 ∩ B2 e A1 ∩ B3. Applicando la 10.4 otteniamo:
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m(C1) =
0, 20 × 0, 05

1 − (0, 20 × 0, 30 + 0, 20 × 0, 60 + 0, 20 × 0, 05)
≈ 0, 0123

Analogamente, C2 può essere ottenuto da A2 ∩B1 oppure da Θ∩B1. Il
denominatore della 10.4 non cambia. Otteniamo:

m(C2) =
0, 75 × 0, 30 + 0, 05 × 0, 30

1 − (0, 20 × 0, 30 + 0, 20 × 0, 60 + 0, 20 × 0, 05)
≈ 0, 2963

In modo del tutto simile, C3 può essere ottenuto da A2 ∩ B2 oppure da
Θ ∩ B2. Sempre con lo stesso denominatore otteniamo:

m(C3) =
0, 75 × 0, 60 + 0, 05 × 0, 60

1 − (0, 20 × 0, 30 + 0, 20 × 0, 60 + 0, 20 × 0, 05)
≈ 0, 5926

Ancora, C4 può essere ottenuto da A2 ∩ B3 oppure da A2 ∩ Θ oppure
da Θ ∩ B3. Otteniamo:

m(C4) =
0, 75 × 0, 05 + 0, 75 × 0, 05 + 0, 05 × 0, 05

1 − (0, 20 × 0, 30 + 0, 20 × 0, 60 + 0, 20 × 0, 05)
≈ 0, 0957

Infine, Θ può essere ottenuto solo da Θ ∩ Θ:

m(Θ) =
0, 05 × 0, 05

1 − (0, 20 × 0, 30 + 0, 20 × 0, 60 + 0, 20 × 0, 05)
≈ 0, 0031

Si può verificare che la somma delle predette masse è approssimativa-
mente pari all’unità.

A questo punto abbiamo combinato la «testimonianza» del radar con
quella dei satelliti spia, ma è difficile che una decisione importante sia as-
sunta senza interpellare degli esperti. All’evidenza portata dai radar e dai
satelliti i servizi segreti obiettano che il paese dal quale sembra provenire
l’oggetto in questione è privo di tecnologia nucleare. Poiché però si tratta
di un paese che già in passato ha mostrato intenzioni bellicose, tra l’altro
sperimentando anche lanci di missili sul proprio territorio, i servizi segreti
sono propensi a ritenere che si tratti o di un missile a testata convenzio-
nale, oppure di un aereo nemico comunque privo di armamento nucleare.
I servizi segreti lasciano anche aperto uno spiraglio per la possibilità che
si tratti di un aereo civile, e comunque in ogni caso sono pronti ad am-
mettere la possibilità che le informazioni in loro possesso siano inaccurate.
La «testimonianza» dei servizi segreti pertanto si articola sulle seguenti
possibilità:
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FIG. 10.4. Il quadro del discernimento, ripetuto otto volte in modo da individuare
le posizioni relative di C1, C2, C3, C4, D1, D2, D3, E1, E2, E3, E4, E5,
E6, E7, E8.

D1 : Aereo civile

D2 : Aereo nemico o missile a testata convenzionale

D3 : Aereo di qualunque tipo, oppure missile a testata convenzionale

dove D3 = D1 ∪ D2.
A queste possibilità siano associate le seguenti masse: m(D1) = 0, 10,

m(D2) = 0, 60, m(D3) = 0, 25. Inoltre, una massa non nulla aleggia sul
quadro del discernimento: m(Θ) = 0, 05.

In questo caso nessuno degli insiemi Dl coincide con uno degli insiemi
Ck. In fig. 10.4 possiamo vedere come sono posizionati e quali possibilità
Em prenderemo in considerazione.

Procedendo in maniera del tutto analoga al caso precedente, troviamo:
m(E1) ≈ 0, 0039, m(E2) ≈ 0, 0186, m(E3) ≈ 0, 8747, m(E4) ≈ 0, 0745,

m(E5) ≈ 0, 0093, m(E6) ≈ 0, 0120, m(E7) ≈ 0, 0019, m(E8) ≈ 0, 0047,
m(Θ) ≈ 0, 0004.

A questo punto, utilizzando l’equazione 10.2 possiamo trovare il con-
vincimento che è lecito avere riguardo ad una particolare ipotesi di nostro
interesse. Ad esempio, si supponga di volersi interrogare sulla seguente
ipotesi:

H = L’oggetto che si sta avvicinando è un missile

Poiché E3 ⊆ H , E4 ⊆ H e E6 ⊆ H , la 10.2 fornisce:

Bel(H) = m(E3) + m(E4) + m(E6) ≈ 0, 9612

Questo valore rappresenta la forza con cui è lecito credere che l’oggetto
in questione sia un missile, date le tre «testimonianze» del sistema radar,
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dei satelliti spia e dei servizi segreti. Questo valore è stato ottenuto valu-
tando opportunamente l’evidenza coerente e quella contraddittoria. Du-
rante questo processo, nuove possibilità sono state accolte nel quadro del
discernimento senza alcun problema.
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